D1. Algebra macierzy

W niniejszym dodatku podamy podstawowe operacje macierzowe oraz niektére techniki
algebry macierzowej nie dbajac szczegélnie o formalizm matematyczny. Zakres jest wy-
starczajacy dla zrozumienia i swobodnego postugiwania si¢ wiadomo$ciami zawartymi w
tym podreczniku.

D1.1. Definicje

Prostokatna tablica m razy n liczb umieszczonych w m poziomych wierszach i n piono-
wych kolumnach nazywa sie macierza:

ail ai2 ... Ain
A= [aij} _ | @21 a22 ... Q2q (D1-1)
Aml Am2 -« Amn

Liczby a;; sa elementami macierzy; indeks 4 oznacza numer wiersza, indeks j — numer

kolumny, w ktérych znajduje si¢ element a;;. Liczby a11, asz, ass, aaa, ... znajdujace si¢

na gléownej przekatnej okreslaja diagonale macierzy. Wymiar macierzy oznacza si¢ przez

(m x n). W szczegblnosci, wiersz [a1 as ... an} jest przyktadem macierzy wierszowej o
ai

. as . . .
wymiarze (1 x n), a kolumna — macierzy kolumnowej o wymiarze (m x 1).

am
Macierz kolumnowa nazywana jest wektorem i niekiedy oznaczana przez

col(ay,ag,...,am)
lub
(a1 az ... am]"
albo
{ar, az, ..., am } .

Jedli elementami macierzy sa inne macierze, to taka macierz nazywa sie blokowsa, np.

ail ai2|... Ain

B11|Bi1o ag1 @22 |... Gin
A= —’7 = . D1-2
|:Bgl B22 ( )

Am1 Am2|- -+ Gmn

Macierz, w ktérej liczba wierszy i kolumn jest jednakowa, nazywa si¢ kwadratowa, a
liczbe te stopniem macierzy, np.

a1l ai12 a3
A= a91 G292 423 (D].—?))
a31 a32 ass
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jest macierza kwadratowa stopnia trzeciego. Macierz kwadratowa, w ktorej wszystkie ele-
menty z wyjatkiem lezacych na diagonali sa réwne zeru, nazywa sie macierza diagonalna:

ail 0 ... 0
A= 0 aso ... 0 (D1—4)
0 0 ...ann

Szczegdlnym przypadkiem macierzy diagonalnej jest macierz jednostkowa, zawierajaca
na diagonali same 1.

Macierz kwadratowa, ktérej elementy spelniaja réwnosé: a;; = a;;, nazywa sie syme-
trycznag.

Macierz kwadratowa, w ktorej tylko elementy lezace na diagonali i powyzej sa rézne
od zera, nazywa si¢ macierza tréjkatna gérna:

a1l ai2 ... Gin
A= 0 agg ... Agn (D1—5)
0 0 ...apn

Macierz kwadratowa, w ktérej tylko elementy lezace na diagonali i ponizej sg rézne od
zera, nazywa sie macierzg tréjkatna dolna:

ail 0 0
A= az21 a2 ... 0 . (D1—6)
Gnl Gnp2 Apn

Macierz zawierajaca same zera nazywa sie zerowa,.

Macierz pasmowa jest macierza, ktérej wszystkie niezerowe elementy leza na diagonali
i w k réwnoleglych do niej liniach z obu stron, tworzac pasmo wokét diagonali:

aj] a2 0 ... 0
21 A22 A23 ... 0
A= 0 azg ass ... 0 . (Dl—?)
0 O ee. Qpn

Szerokos$¢ pasma wynosi 2k + 1. Liczbe k+1 nazywa si¢ szerokoscig pélpasma. Na przy-
ktad, macierz:

011 012
021 d22 023 O
A= 032 033 034
043 044 d45
0 54 055

jest macierzg pasmowa o szerokosci pasma réwnej 3.
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D1.2. Dzialania na macierzach

D1.2.1. Dodawanie i odejmowanie macierzy

Dodawanie i odejmowanie macierzy moze by¢ dokonywane jedynie na macierzach o tych
samych wymiarach

ayi; a2 ... Qip b11 b12 . bln
az1 22 ... QA2n + b21 b22 ce an _
aml Am2 ... Gmn bml bm2 oo bmn
(D1-8)
aip1 £bi1 a2 £biz . ai, £y
_ | a2 £bx a2 o+ Ggp T bop
Gm1 + bml am?2 + bm2 <o+ Omn = bmn
Zachodza, przemiennos¢ dodawania oraz tacznosé:
A-B=-B+ A,
(D1-9)
(A+B)-C=A+(B-0C) .
D1.2.2. Mnozenie macierzy przez liczbe
Mozliwe jest mnozenie macierzy przez liczbe rzeczywista k:
kau ka12 e kaln
LA = ka21 ka22 e k(IQn ) (D].—].O)
kam1 kama ... kGmn

D1.2.3. Transpozycja

Macierz AT o elementach aiTj jest macierza transponowana do macierzy A, jesli miedzy
ich elementami zachodzi zwiazek
Qi5 = Qg5 - (D].—].].)
Prawdziwe sa nastepujace réwnosci:
(AT)T =A,
(A+B)T = A" + BT |
(@A) = a AT, o — — liczba ,
(AB)T = BTAT |
det(A) = det(A”) ,
tzn. wyznacznik macierzy kwadratowej nie zmienia si¢ przy jej transponowaniu.
Jesli AT = A, to macierz kwadratowa jest symetryczna.
Jesli AT = — A, to macierz kwadratowa jest skoénie symetryczna (na diagonali sa

wtedy same zera).
Macierz transponowana do macierzy blokowej (D1-2) ma postaé:

B B
T 11 12
21 22

(D1-12)
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D1.2.4. Mnozenie macierzy

Mnozenie macierzy zdefiniowane jest zwiazkiem
C=AB, (D1-13)

gdzie wymiary poszczegélnych macierzy sa nastepujace:
A[m xp|, Blnxp|], C[m x pl.
Elementy c;; macierzy C' sa okreélone wzorem

Cij = Z aikbk]’ = aﬂblj + aigbgj + ...+ ambnj . (D1—14)
k=1

Elementy macierzy C' sa otrzymywane przez mnozenie kolumn macierzy B i wierszy
macierzy A.

Bardzo pomocnym narzedziem podczas wykonywania mnozen macierzy jest tak zwany
schemat Falka. Schemat ten zostanie przedstawiony na przykladzie.

Przyktad D1-1
Wezmy dwie prostokatne macierze A i B, ktorych elementami sg liczby rzeczywiste:

4051 3
421012 gg(l)(l)g
A=|00-1122]| , B = (D1-15)
11-2103 3222 1
2111 3
1011 -1
Zatem zgodnie z D1-13 i D1-14
C = A B
(D1-16)

3 X5 3X66xH

Jedli macierze te zapiszemy zgodnie z rys. D1-1, to elementy macierzy C' otrzymamy
droga mnozenia wyrazéw znajdujacych sie w odpowiednich wierszach i kolumnach.

4 0 5 1 3

2 2 0 0 0

3 2 1.1 2

B=1 35 95 9 92

2 1 1 1 3

10 1 1 -1 |

4 2 1 0 1 2 (27 7 24 8 15 ]
A=|0 0 -1 1 2 2 6 2 5 5 3| = C

1 1 -2 1 0 3 | 6 0 8 4 -3 |

Rys. D1-1

W MES czestym dzialaniem macierzowym jest obliczenie wg nastepujacego schematu:

K=C"K.C. (D1-17)
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Biorac pod uwage schemat Falka wykonamy te operacje nastepujaco:

C
K. K.C (D1-18)
ctlcTk.c=K

Podamy niektére wlasnosci mnozenia macierzy.
Mnozenie macierzy nie jest przemienne:

AB + BA , (D1-19)

co ilustrujemy przykladem.

Przyklad D1-2
121120 4 6
AB—{14] [13}_[6 12] ’

ma= i3] 1] =[14]
Mnozenie macierzy jest taczne:
(AB)C = A(BC) (D1-20)
oraz rozlaczne wzgledem dodawania:

A(B+C)=AB+ AC . (D1-21)

D1.2.5. Potegowanie macierzy. Wielomian macierzy

Mnozy¢ przez siebie mozna tylko macierze kwadratowe. Potega r-ta (r > 0) kwadratowej
macierzy A wynosi

A" =AAA.. A, oraz A” = I (macierz jednostkowa) (D1-22)

r razy

Stuszna jest réwnosé

AP AT = APTT (D1-23)

Niech dany jest wielomian:
P(z) = ap + a1 + aga® + ... + agz®.
Wartoscia tego wielomianu dla x = A, gdzie A — macierz kwadratowa, jest nastepujaca
macierz:

P(A) = ool + A+ asA* + ...+ o, A" (D1-24)

Jezeli P(A) = 0 (macierz zerowa), to macierz A nazywa si¢ pierwiastkiem wielomianu
P(z).



402 Metoda Elementéw Skoriczonych

D1.2.6. Odwracanie macierzy

Macierz A™! jest macierza odwrotng do kwadratowej macierzy A, jesli
AA ' =AT'A=T, (D1-25)

I — macierz jednostkowa.

Jezeli wyznacznik macierzy A jest rézny od zera, to istnieje jednoznacznie okreslona
macierz odwrotna do niej. Jest to warunek konieczny i wystarczajacy istnienia macierzy
odwrotne;j.

Niech A jest nieosobliwa macierza kwadratowa (tzn. det(A) # 0), a A;; dopelnieniem
algebraicznym elementu a;;. Dopelnienie algeraiczne elementu a;; jest to liczba obliczalna
Wg Wzoru

Ayj = (1) M5, (D1-26)

gdzie M;; jest wyznacznikiem macierzy powstatej z macierzy A przez skreSlenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.

Oznaczmy przez AY macierz dopelnien algebraicznych, a przez (AC)T jej transpozy-
cje:

(AC)T — A21 A22 An2

(D1-27)
Ain Aoy ... Apy,

Transponowana macierz dopelnien algebraicznych nazywa sie macierza dotaczona do ma-

cierzy A. Macierz odwrotng A~! mozna otrzymaé dzielac wszystkie elementy macierzy

dotaczonej przez det(A) — wyznacznik macierzy A:

1
Al = AT D1-2
det(A)( ) (D1-28)
Prawdziwe sa nastepujace réwnosci:
1
AB) '=B7'A7! | det(A7!) = A H =4, A 1=AHT.
(AB) L det(AT) = s (A7) =4, ()T = (A

D1.2.7. Macierz ortogonalna

Kwadratowa macierz A jest ortogonalna, jezeli jej transpozycja réwna jest macierzy
odwrotnej:
AT = A7, (D1-29)

Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest réwny 1 lub —1.

D1.2.8. Rézniczkowanie i catkowanie macierzy

Operacje te dotycza macierzy, ktorych elementami sa funkcje. Jezeli

fll f12 fln
F— :f?% foz - fon | (D1-30)

fml fm2 fmn
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to _ _
afll ale afln
6$i ax,- o ax,-
oF O0fa1 Ofa 0 fon
8fml 6fm2 afmn
L 81‘1 811 o 811 _
oraz
I Lip ... LIin
/ / Fday...de, = | f20 P2 o D (D1-32)
o o Iml Im2 cee Imn

gdzie I;; = / . / firdxy ... dx,.
1 Ty

D1.2.9. Rézniczkowanie wzgledem macierzy

Wektor pochodnych czastkowych funkeji f(z1,22,...,z,) zmiennych niezaleznych x;
mozna zapisaé tak:
Fof ]

811
of
af _

92 = | Oz . (D1—33)
of
Oz, |

D1.2.10. Rzad macierzy

Liczba réwna maksymalnemu stopniowi nieosobliwej macierzy kwadratowej wyjetej z
danej macierzy nazywa sie rzedem macierzy, np. z macierzy

213
A= {4 9 2} (D1-34)
mozna wyjaé trzy macierze kwadratowe drugiego stopnia
21 23 13
po[1]. o[ oY o

przy czym: det(B) = 0, det(C) = —4, zatem rzad macierzy A jest réwny 2; r(4) = 2.
Rzad macierzy nie ulega zmianie przy jej dowolnych przeksztalceniach elementarnych
(patrz pkt. D1.3.2).
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D1.3. Rozwigzywanie ogdélnego uktadu
réwnan liniowych

D1.3.1. Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Dany jest uklad n-réwnan z m-niewiadomymi, przy czym n nie musi by¢ réwne m, w
postaci:

a1171 + a12T2 + ... + Q1T = by

a21%1 + ag2%2 + .. . + A2 Ty = bo (D1-36)

Ap1T1 + Gp2T2 + ...+ ApmTm = by

Niech r(A) oznacza rzad macierzy wspélczynnikéw przy niewiadomych z;, a r(A,b) —
rzad macierzy powstalej z macierzy A przez jej rozszerzenie o jedng kolumne, zawierajaca
wyrazy b;.

Prawdziwe jest twierdzenie (Kroneckera-Capellego):

Uktad réwnan (D1-36) ma rozwiazanie tylko wtedy, gdy

r(A)=r(A,b)=r

Ponadto:

1) uklad ten ma dokladnie jedno rozwiazanie, gdy r = m (liczbie niewiadomych),

2) ukltad ma nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od m — r parametréw, gdy
r<m.

Uklad réwnan jednorodnych ma zawsze rozwiazanie, poniewaz r(A) = r(A,0). Jest
to rozwiazanie zerowe. Rozwiazania niezerowe istnieja wéwczas, gdy r(A) < m (np. gdy

det(A) =0).

D1.3.2. Elementarne przeksztalcenia macierzy

Elementarnymi przeksztalceniami pierwszego rodzaju macierzy A sa:

1) przestawienie dwéch wierszy,

2) pomnozenie dowolnego wiersza przez liczbe rézna od zera,

3) dodanie do wiersza krotnosci innego wiersza.

Elementarnym przeksztalceniem drugiego rodzaju sa analogiczne dziatania dokony-
wane na kolumnach macierzy.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Kazda nieosobliwa macierz kwadradratowa mozna przeksztalci¢ do macierzy jednost-
kowej w skoficzonej liczbie przeksztalceni elementarnych (pierwszego albo drugiego ro-
dzaju).

Twierdzenie to mozna wykorzysta¢ do znajdowania macierzy odwrotnej oraz do roz-
wiazywania ukladéw réwnan liniowych postaci: AX = B (pierwszy rodzaj) lubY A = B
(drugi rodzaj).

Przykltad D1-3
Dana jest macierz nieosobliwa A, por.[38]

.

aTNo W
[\CRUUITN

PO =
| —
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Za pomocy przeksztalcen elementarnych pierwszego rodzaju znalezé macierz odwrotng
AL

Zadanie rozwiazemy dokonujac jednoczesnych przeksztalcen elementarnych macierzy
A i jednostkowej I przyréwnujac AA™' = I:

341 100
231|A'=|010
522 001

Kolejnosé dziatan jest nastepujaca.

1) Na miejscu wiersza trzeciego zapiszemy réznice: wiersz trzeci-drugi,

2) Na miejscu wiersza pierwszego zapiszemy réznice: wiersz pierwszy-ostatni wiersz
trzeci, a na miejscu wiersza drugiego réznice: wiersz drugi-ostatni wiersz trzeci.

Otrzymamy:
0 50 11 -1
-1 40(At'=]0 2 —1
3 —11 0-11

3) Na miejscu wiersza drugiego zapiszemy teraz réznice: wiersz pierwszy — wiersz
drugi,

4) Otrzymany wiersz drugi mnozymy przez 5 i odejmujemy od wiersza pierwszego.
Wynik podzielony przez —5 zapisujemy na miejscu wiersza pierwszego. Jest wtedy:

0 4 _6 1
. 5 55
1 A" =(1-10
0-11

L = =
= o O

1 _

5) Na miejscu wiersza trzeciego zapiszemy wynik dzialania: wiersz trzeci + drugi — 4
razy wiersz pierwszy. Wtedy elementy as; i ase beda réwne zeru,

6) Na miejscu wiersza drugiego zapiszemy réznice: wiersz drugi — pierwszy.

Macierz A przeksztalcila sie¢ w macierz jednostkowsa, a poczatkowa macierz jednost-
kowa w A~!

1[4 61
Al=—| 1 1 -1
511114 1

D1.4. Wartosci i wektory wtasne
D1.4.1. Réwnanie charakterystyczne

Niech A jest macierza kwadratows stopnia n, a I — macierzg jednostkowa tego samego
stopnia. Macierza charakterystyczna nazywa sie nastepujaca macierz:

a1 — A a1 ce Q1n
(A=A = | a2 G2 7Ac. dz | (D1-37)
an1 An2 . Qpp — A

gdzie A jest zmienng niezalezng.
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Wyznacznik powyzsze] macierzy w postaci rozwinietej jest wielomianem zmiennej A
stopnia n:

det(A —AI) = (=1)"(N" + P A" o P X+ 1) (D1-38)

Wielomian ten nazywa sie wielomianem charakterystycznym macierzy A. Wspotczynniki
1; mozna wyrazi¢ za pomocg elementéw macierzy A. W szczegdlnodci:

P = (a1 + a2+ ...+ ann) ,
b = (1) det(4) (D1-39)

Réwnanie det(A — A\I) = 0, tzn.
AN A AN+, =0 (D1-40)

jest réwnaniem charakterystycznym macierzy A, a jego pierwiastki — wartosciami wia-
snymi (liczbami charakterystycznymi) macierzy A.
Jezeli liczba A jest wartoscia wlasna macierzy A, to nastepujacy uklad réwnan:

AX =X (D1-41)

ma niezerowe rozwigzanie X. Rozwiazanie to nazywa sie¢ wektorem wlasnym macierzy
A.

Uklad réwnan (D1-39) jest jednorodny i dlatego ma rozwiazanie niezerowe tylko wte-
dy, gdy wyznacznik wspoétczynnikéw przy niewiadomych X jest réwny zeru:

det(A—XI)=0.

Rozwiazanie to jest wyznaczone z dokladnoscia do dowolnego czynnika i dlatego w celu
unikniecia wieloznacznosci wektory wlasne normalizuje sie.

Warto zauwazy¢, ze wartosci wlasne moga by¢ liczbami zespolonymi, chociaz macierz
A jest rzeczywista. Mozna wykazaé, ze dla macierzy symetrycznej wszystkie wartosci
wlasne i wektory wlasne sa rzeczywiste. Ponadto wektory wlasne sa ortogonalne i mozna
je unormowac tak, ze

XI'xXy =064, (D1-42)

gdzie X; — wektor wlasny odpowiadajacy i-tej wartosci wlasnej, a d;; — delta Kroneckera
(0; =0dlai # k oraz §;; = 1 dla i = k).

Przyktad D1-4
Okreslimy wartosci i wektory wlasne nastepujacej macierzy, por.[38]:

321
221
011
Przyréwnujac wyznacznik macierzy charakterystycznej do zera:

3-2 2 1
2 2-X 1 |=0,
0 1 1-2x



Wartoéci i wektory wlasne 407

otrzymujemy réwnanie charakterystyczne
X =6\ 4+6A—1=0,
ktérego pierwiastki sg nastepujace:
A1 =4,7913 A2 =1,0, A3 = 0,2087

Sa to wartosci wlasne macierzy A. Wektory wlasne otrzymamy rozwigzujac dla poszcze-
gélnych \; nastepujacy uklad réwnan:

3—X 2 1 1 0
2 2—A 1 T = 0
0 1 1-=-A 3 0

Np. dla A3 = 0,2087, x3 = 1 réwnanie przyjmuje postac:

(3—0.2087)z1 + 222 4+1=0
221 + (2 —0,2087)zy + 1 =0
0+ 2y + (1 —2087)(1) =0

Stad wektor wlasny odpowiadajacy wartosci wlasnej A3 ma postac:

1 0, 2087
zo | = | —0,7913
T3 1,0000

Przedstawiona metoda obliczania wartosci i wektorow wlasnych jest jednak bardzo
nieefektywna z uwagi na konieczno$é¢ rozwijania wyznacznika.

Przedstawimy prosta metode iteracyjna obliczania warto$ci wlasnych zwana metoda
poteg. Metoda ta zawodzi w przypadku wystepowania pierwiastkéw wielokrotnych réw-
nania charakterystycznego, a takze gdy wartosci wlasne leza blisko siebie. Jest jednak
bardzo wygodna dla oszacowania pierwszej najwickszej wartoéci wlasnej, co ma bardzo
duze znaczenie przy rozwigzywaniu problemow inzynierskich.

Metode te objasnimy poshugujac sie przyktadem.

Przyklad D1-5
Obliczymy pierwsza wartos¢ wlasna macierzy podanej w przyktadzie D1-4. Zalézmy
wpierw pewien poczatkowy wektor wlasny, por. [38]

x=[100]"
Wykonajmy mnozenie
321 1 3
AX =221 0f=12
011 0 0

a wektor, ktéry otrzymalidémy znormalizujemy. Zatem

=30,6667

O W
OO =
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Wykonajmy mnozenie powtérnie, przy uzyciu obliczonego znormalizowanego wektora.

3217 [1,0 4,3334 1,0
AX =221 ]0,6667| = |3,3334 | =4,3334 | 0,7692
01110 0, 6667 0,1539

Proces ten mozemy powtarzaé, az do uzyskania wymaganej zbieznosci. Oto kolejne wyniki
mnozenia AX:

1,0 1,0 1,0
4,6923 | 0,7868 | ,  4,7705|0,7904 | ,  4,7870 | 0,7911 | ,
0,1967 0, 2062 0, 2082
(1,0 ] (1,0 ]
4,7904 [ 0,7912 | ,  4,7910 | 0,7910 | ,
| 0,2086 | | 0,2087 |
(1,0 ] (1,0 ]
4,7915 [ 0,7913 | ,  4,7913 | 0,7913
| 0,2057 | | 0,2057 |

OtrzymaliSmy zatem, ze najwieksza wartos¢ wlasna wynosi 4,7913.

D1.4.2. Twierdzenie Hamiltona-Cayleya
Kazda macierz kwadratowa a jest pierwiastkiem swojego réwnania charakterystycznego
(tj. réwnania D1-37):
A"+ ) A" i A+ I =0 . (D1-43)

Twierdzenie to mozna wykorzystaé¢ do znajdowania macierzy odwrotnej A~!. Jezeli ma-
cierz A jest nieosobliwa, to zgodnie z (D1-37) 4, # 0, mnozac zatem réwnanie (D1-41)
przez A" i dzielac przez v, otrzymujemy

1
Un

Przy wykorzystaniu tego wzoru wygodnie jest wspolczynniki ; réwnania charaktery-
stycznego oblicza¢ wedtug wzorow:

wl :_Sl )

AT = — (AT AT ) (D1-44)

Py = *%(1/1151 +52)

Py = *%(1/1251 + 152+ S3)

1
Y = *E(¢n7151 + Yp—2S2+ ... +1S-1+ Sn) ,

gdzie S, oznacza $lad macierzy AP. Slad macierzy jest suma jej elementéw lezacych na
diagonali.
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D1.4.3. Macierze podobne

Dwie macierze kwadratowe A i B tego samego stopnia nazywa si¢ podobnymi, jezeli
istnieje nieosobliwa macierz T taka, ze:

B=T'AT. (D1-45)
Warunek ten moze by¢ zapisany w postaci:
TB = AT . (D1-46)

Macierze te maja takie samo réwnanie charakterystyczne, tzn.: jednakowe wartosci wla-
sne, $lad i wyznacznik. Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe, istnieja macierze o tym
samym rownaniu charakterystycznym, ktére nie sa do siebie podobne.

D1.5. Informacje dodatkowe

D1.5.1. Macierze kongruentne

Dwie symetryczne macierze A i T tego samego stopnia nazywa si¢ kongruentnymi, jezeli
A=T"AT . (D1-47)

Wisréd macierzy kongruentnych do danej macierzy A zawsze mozna znalezé macierz
diagonalna.

D1.5.2. Kryterium Sylvestra dodatniej okreslono$ci macierzy

Na to, aby symetryczna macierz A = [ca;;] byla dodatnio okreSlona, potrzeba i wystar-
cza, aby kazdy z wyznacznikow
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byt dodatni.



